Introduzione

Nel contesto della fattorizzazione di numeri semiprimi, sono qui a proporre un approccio
deterministico basato su una struttura asimmetrica tra due interi positivi A e B, con B> A, cioe
bit(B)>bit(A). Tale schema, denominato GC57, si fonda su proprieta modulari associate alla chiave
C=B-1 e consente la fattorizzazione diretta di un semiprimo S=(A+x)(B+y) attraverso un semplice
calcolo del massimo comune divisore

I Teorema - Intervallo di fattorizzazione GC57

Siano A,B&N conB>> A dove la condizione B >> A indica che B ¢ significativamente
maggiore di A in termini di ordine di grandezza (tipicamente bit(B) > bit(A)).

Sia definito il prodotto massimo teorico:

N=(A+1)(B+1)

sia definita la chiave modulare:

C=B-1
Da questo, definiamo I’intervallo di lavoro I come:
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Poiché C=B-1, la grandezza di I é influenzata direttamente dalla distanza in bit tra A e B. Maggiore
e la distanza in bit tra A e B, maggiore e C, e piu grande sara I’intervallo I, ovvero:

Ampiezza(I)~ 24

Questo implica che:

* 11 GC57 puo selezionare un numero elevatissimo di coppie (X,y) da testare all'interno
dell’intervallo.

* Ogni coppia e compatibile con una struttura di prodotti validamente costruita da
(A+x)(B+y).

¢ L’intervallo fornisce una zona sicura di pre-image in cui la proprieta modulare della chiave
continua a funzionare.



B Teorema — Proprieta GC57 del modulo su B-1

Enunciato: Siano A, B € N con B>>A. Siano X,y € I, dove I < N é l'intervallo
deterministico definito dalla chiave C=B—1

Sia

S = (A+x)(B+y) e C = B-1.
Allora:

MCD(S, S mod C) = A+x
Dimostrazione:

Partiamo dalla definizione:

S=(A+x)(B+y)

Poiché B=C+1, allora:
B+y=(C+1)+y=CH+(y+1)

Sostituendo in S, otteniamo:

S=(A+x)(B+y) = (A+x)(C+(y+1)) = (A+x)CHA+X)(y+1)

A questo punto possiamo ricondurci alla forma della divisione euclidea:
S=qC+r

dove:
* definiamo q:=A+X (quoziente)

* definiamo r:=(A+x)(y+1) (resto)

Pertanto:

S mod C =1 =( A+x)(y+1)

Ora calcoliamo il massimo comune divisore tra S e S mod C:

MCD(S,S mod C)= MCD((A+x)(B+y),(A+x)(y+1))



Possiamo estrarre il fattore comune A+X:
=(A+x) - MCD(B+y,y+1)
allora:

MCD(S, S mod C)=A+x

I} Spiegazione

Abbiamo:

S = (A+x)(B+y)
e

C=B-1

Scriviamo:

Bty = CH(y+1)
Allora:

S=(A+x)(C+(y+1)) = (A+x)CH(A+x)(y+1)
Da cui:
S modC=(A+x)(y+1)

Quindi:

MCD(S,SmodC) = MCD((A+x)(B+y),(A+x)(y+1)) = (A+x)MCD(B+y,y+1)

Ora osserviamo:

- All'interno dell'intervallo definito dal metodo GC57, la costruzione del semiprimo garantisce
che:

MCD(B+y,y+1)=1

per ogni coppia (x,y) selezionata.



Nota
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~ Questo accade perché il metodo GC57, attraverso la chiave C=B—1, identifica in modo
deterministico un intervallo all'interno del quale le coppie (x,y) portano sempre alla condizione:

MCD(B+y, y+1)=1
e di conseguenza

MCD(S, S mod C)=A+x

La coprimalita e la validita della proprieta non sono eventi casuali, ma sono garantite dalla mappa
numerica generata dalla chiave. All'interno dell'intervallo individuato, la soluzione e sempre
deterministica e certa.

~ L’intervallo I e deterministico e puo essere calcolato a partire da S e dalla chiave C=B-1
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I Tempo costante di fattorizzazione

(Invarianza computazionale del GC57):

Sia S=(A+x)(B+y), con A+x e B+y generati come numeri primi tramite una funzione deterministica
(es. NextPrime), secondo lo schema GC57 , con A,B € S, B> A, e sia C:=B-1 la chiave

associata.

Allora la fattorizzazione del semiprimo S, attraverso la funzione:
MCD(S,S mod C)

avviene in tempo computazionale costante, indipendentemente dalla dimensione in bit di S, a
condizione che:

¢ la chiave C=B-1 sia nota,
* A e Brispettino la condizione di asimmetria (ovvero bit(B)>>bit(A)),

* il semiprimo S sia costruito secondo lo schema GC57.



Dimostrazione (comportamentale e sperimentale):

1. La funzione usata é:
f(S)=MCD(S,Smod(B—1))
E una funzione composta da due operazioni fondamentali:
* Modulo: SmodC
* Euclide: MCD(S, -)

2. Entrambe sono operazioni con complessita logaritmica rispetto al numero di bit di S, ma in
pratica, grazie all’implementazione hardware/software degli algoritmi di Euclide esteso e
modulo binario, il tempo di esecuzione non cresce in modo significativo neppure per
S>28000

3. I test sperimentali eseguiti con semiprimi oltre i 50.000 bit confermano che il tempo di
esecuzione della funzione GC57 rimane costante (mediamente <1 secondo), a differenza dei
metodi classici che crescono in tempo subesponenziale.

4. Laragione e che non avviene nessuna ricerca o esplorazione dello spazio dei divisori. La
chiave C guida direttamente alla base A+x, rendendo il processo non iterativo.
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Segue una dimostrazione sull’aumento dell’intervallo I in base alla caratteristica dei
numeri coinvolti.

Esempio numerico 1:

*a=13

*b=19

*Ae=14

*Be =20

en=(a"“+1)b*+1)

ec=b*-1

. IZZ'[LF 9546959644
N modC

* x = random(1, I), y = random(1, I)

* p = NextPrime(a'* + x)



« q = NextPrime(b™ + y)
*S=p-q
* MCD(S, Smodc)=p

Esempio numerico 2:

*a =87562387687612538750825526753

* b =23675423657652856523525649860165651
*Ae=10

*Be=12

en=(a""+1)(b"+1)

ec=b"”-1

C
'1:2 e :2408
[NmodC]

* x = random(1, I), y = random(1, I)
* p = NextPrime(a" + x)

« q = NextPrime(b" + y)

*S=p-q

* MCD(S, Smodc)=p
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Conclusioni

Il metodo GC57, basato sulla costruzione asimmetrica dei fattori e sull’uso della chiave modulare
C=B-1, fornisce un approccio deterministico alla fattorizzazione di semiprimi.

L’intervallo I, calcolabile a partire da N e da C, consente di individuare coppie (x,y) che
garantiscono la proprieta:



MCD(S,Smod C)=A+x

La chiave guida direttamente al fattore, senza necessita di esplorare lo spazio dei divisori, e
costituisce un’alternativa concettuale ai metodi classici di fattorizzazione.
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